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  论复数的本体论意义与方法论启示
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摘要：在对复数认识及其在物理学中的应用历史回顾的基础上，本文运用马克思主义哲学本体论、认识论和方法论相统一的方法，将复数和物理学中的复数应用对象作对立统一的辩证分析，从而将复数的本体论意义——实数是空间的数量关系，纯虚数是时间的数量关系，复数则是时空的数量关系显现出来。最后是物理学中的方法论启示。
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 “数学概念是否反映客观的真实存在？”这是数学对象的本体论问题。

在纯数学概念中，复数是最基本的。它是数学的元素。复数的基本性决定了复数本体论问题的基础性，因此，成功地解决复数本体论问题将为数学本体论问题的最终解决打下良好的基础。这是解决复数本体论问题的数学哲学意义。

实数的本体论问题已经解决；虚数（除实数外的一切数）的本体论问题还没有解决。究其原因是实数的产生有显明的实际背景，虚数则没有。数学最初引进虚数是逻辑的需要，而物理学开始应用复数则是因为复数给物理学带来了方便。

在对复数认识及其在物理学中的应用历史回顾的基础上，本文运用马克思主义哲学本体论、认识论和方法论相统一的方法，将复数和物理学中的复数应用对象作对立统一的辩证分析，从而将复数的本体论意义——实数是空间的数量关系，纯虚数是时间的数量关系，复数则是时空的数量关系显现出来。最后是物理学中的方法论启示。

1 对复数认识的历史回顾

(1) 数的发展历史

复数出现在解一元二次方程中。1484年，法国人舒开在《算术三篇》中解一元二次方程
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。但他声明这根是不可能的。

过了61年，卡当在求解一元二次方程时，认真地引入了虚数，并承认它是方程的根。但他仍然认为虚根是“诡辩量”，从而怀疑到这类数的运算合法性。

到了1637年，差不多又过了一百年，笛卡尔才在《几何学》中第一次给虚数命名“imaginary（虚的）”，以和“real（实的）”相对应。

1777年，欧拉在论文《微分公式》中首次使用
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来表示
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1797年，未塞尔（Caspar Wessel）对虚数作出合理的几何解释。1806年，日内瓦的阿工给出 “模”、幅角等概念和复数的三角表示式。

整个十八世纪和十九世纪上半叶人们在热烈地争论着复数的意义，但都没有弄清楚。

1.2名家论复数

卡当将虚根看成是“诡辩量”。笛卡尔认为虚数是虚无的。欧拉说虚数纯属虚幻。

莱布尼兹的妙论是“圣灵在分析的奇观中找到了超凡的显示，这就是那个理想世界的端兆，那个介于存在与不存在之间的两栖物，那个我们称之为虚的
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的平方根”。〔1〕
由于受科学发展水平的局限，恩格斯当年也不能真正认识
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的真面目。恩格斯指出：“纯数学对象是现实世界的空间形式和数量关系。……悟性的自由创造物和想象物，即虚数。” 〔2〕
    结论：虚数是“诡辩量”，是“自由的创造物和想象物”。    

2 对物理学应用复数的历史回顾

场是最早应用复数的地方之一。应用的方式有二：一是复势的理论；二是保角变换。

相对论 1905年，爱因斯坦在狭义相对论创立之初，将两个事件在三维空间和一维时间中的间隔表示为
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      （1）。

1908年，闵可夫斯基引入四维时空和虚值时间坐标
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这样两个世界点的距离在形式上和欧氏距离公式一致了。

1916年诞生的广义相对论沿用了闵可夫斯基空间的四维时空表示法。

而量子力学更多地应用了复数。

波动力学 1926年薛定谔在量子理论中用波函数（复变函数）来描述微观粒子的状态；用力学量对应的厄米算符的本征值（必为实数值）表示可观察量的可能值；建立了薛定谔波动方程
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从此量子力学真正建立起来了。

矩阵力学 1925年海森堡建立了矩阵力学。它是通过引入不可对易性算符的替换，后来被狄拉克戏称为“一种有趣的游戏，利用普遍的公式
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就能把以前牛顿理论中动力学体系的各种模型变换成海森堡的新力学模型。” 〔3〕
算符 物理可观察量可用算符表示。每个物理量对应厄米算符（厄米算符的本征值是实数）。本征值有连续和离散之分，很多离散的本征值成了现代物理学常用的量子数。

概率密度函数 1927年波恩给出波函数的统计解释。用波函数和其共轭函数相乘
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*表示电子概率密度函数，它可以较好地解释 1927年戴维孙革未电子衍射实验。

在量子场论中，色散关系的推导用到了解析函数。还有在规范场论中的相因子变换理论等等。

宇宙学也用上了复数。在宇宙大爆炸理论模型中，存在所谓“奇点”困难。霍金尝试用虚时间消除这些奇点。在史蒂芬•霍金看来“……虚时间是真正的实时间，而我们叫做实时间的东西恰恰是子虚乌有的空想产物。在实时间中，宇宙的开端和终结都是奇点。这奇点构成了科学定律在那儿不成立的空间 — 时间边界。但是，虚时间里不存在奇点或边界。所以，很可能我们称之为虚时间的才是更基本的观念，而我们称作实时间的反而是我们臆造的，它有助于我们描述宇宙的模样。” 〔4〕
总之，在经典物理学时期，原则上无需复数；平面向量场应用它是方法性的；相对论为了力求形式的简单；而到了量子力学和量子场论则非用复数不可。可以说，在经典物理学中“实数就是一切” 〔5〕；而对于现代物理学，不能没有复数，没有复数就不可能有现代物理学。复数和现代物理学的这种紧密关系，难道是偶然的吗？

3 复数和复变函数的特性

3.1 复数的特性

实数的特性 实数有大小，有序，有鲜明的实际背景。实数是度量数。实数集有序，其本身是一个数域。

纯虚数的特性 纯虚数恰好同实数相反，纯虚数无大小，无序，无鲜明的实际背景。纯虚数不能作为度量数。纯虚数集无序，其本身不是数域。

复数的特性 复数是形如
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的数，其中
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是实数，
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是纯虚数。当
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时，复数即实数；而当
[image: image18.wmf]0

=

a

时，则为纯虚数。由实数和纯虚数的特性可知，复数是一个有大小和无大小、有序和无序，可度量和不可度量，有鲜明实际背景和无鲜明实际背景的对立统一体。

3.2复变函数的特性
周期性 复指数函数
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的周期函数，其中
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整体性 与实变函数不同，解析函数具有整体相关的特性，主要表现在以下二个方面：

（1）柯西积分公式 
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将区域内部点和边界点的函数值相联系，这反映出解析函数值的相关性。

（2）留数定理 
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将解析点和奇点联系起来了。
和谐性 我们知道解析函数的实部和虚部都是调和函数，它们共同满足柯西—黎曼方程，故相互之间也是“调和”的（和谐的）。

4 现代物理学离不开复数的原因

4.1 经典力学中的原因

在经典物理学中，所有的物理量都是可观测的；可观察量用实数表示就够了。

平面向量场是最简单的场，而表示平面向量，复数最方便，因为复数既代表平面向量，又有数的运算方便。另外，解析函数的整体性恰好和场的整体性对应。然而，在经典物理学中，场是场，粒子是粒子，场和粒子是不同的物质，因而各自都可用实数表示。时间独立于空间，也用实数表示。

4.2 相对论中的原因

尽管洛伦兹变换将时间和空间联系起来了，但爱因斯坦本人并没有明确将时间和空间当作一个整体来看待。在狭义相对论诞生之初，时间是用实数表示的，时空坐标也没有放在一起形成一个时空点。更有甚者，在闵可夫斯基引入虚值时间坐标后，爱因斯坦曾感叹地说：闵可夫斯基把我的相对论弄得连我自己都看不懂了！〔6〕闵可夫斯基将时空坐标放到一起后形成了世界点，世界点已经是一个整体了。笔者认为在这个整体里，既有实的空间坐标，又有虚的时间坐标，实虚对立，是一个名符其实的对立统一体。空间坐标用实数表示，时间坐标用纯虚数表示符合时空本身的特点：相对于可见的空间，时间更虚无缥缈。时空坐标用对立数表示是人类对时空认识的重大进步，它比时空坐标不加区分地全用实数表示更能反映时空的客观实在性。
4.3 量子力学中的原因
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的物理意义 应注意到建立量子力学理论中的两种方法，无论是海森堡的“矩阵力学”中的对易关系，还是薛定谔波动方程，都同时出现因子
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的物理意义应该认为它代表着量子化特性，存在作用量子；而
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则代表波动特征。因此，可以说量子力学的理论建立在微观粒子波粒二象性的基础上。可见，引进
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不只是方便，而是必需。这就是说复数是“实质性地进入量子力学，这是量子力学的重要特点。” 〔7〕
然而，波动是用复指数函数描述的。在复波动函数里，
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和
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在一起。
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和时间
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的相关性反映在算符
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中，可以把它写成
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，这样时间就是纯虚的。

概率密度函数的证实 复波动函数
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和其共轭函数相乘形成的电子概率密度函数
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*（是实函数）能很好地解释电子衍射现象。这说明波动不仅有直观的部分，还有不直观的部分，即虚的部分。

4.4 量子场论中的原因
在量子场论中，实践证明描写荷电正负介子对
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的场变量要用复变函数。实践还进一步证明了不荷电的正反介子对（如
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）也可以用复赝标量场来描述。〔8〕
量子场之所以要用复数表达是因为量子场的波动性。

4.5 宇宙学中的原因

在实时间框架内，宇宙大爆炸理论不能自圆其说，于是霍金想到了虚时间。他试图用虚时间去消去大爆炸理论的奇点。这从反面告诉我们：一个理论，如果囿于实的范围，是无法自圆其说的。
总之，在经典物理学里，物质的基本形态：实物和场，被看成是独立的两种形态，每一种形态都可以用实数来表示，故实数就是一切。而在现代物理学中，实物和场是对立统一的整体，必须用整体的东西才能表达。这是现代物理学离不开复数的根本原因。

5 复数的本体论意义
从前节可知，复数概念对物理学来说是必不可少的。按照普特南的观点：如果某一概念对科学来说是必不可少的，我们就应该承认这一概念代表了真实的存在。普特南又说：“由于物理和数学是如此紧密地联系在一起的——离开了数学，甚至任何物理定律的表述是不可能的——因此，对物理客观真理性的肯定也就包含了对于数学真理客观性的肯定”。〔9〕
那么，什么是复数所代表的真实存在呢？

量子场是粒子和场的对立统一体：场的激发表示粒子的产生，激发的消退便是粒子的消退。从对待角度分析，粒子有限，场无限；粒子有形，场无形；粒子无周期性，场有周期性；粒子可测，场不可测；粒子个体，场整体等等。再一次强调，上述的划分只是一种对待。可见，量子场是有限和无限、有形和无形、周期性与非周期性、离散和连续、个体与整体、可观察和不可观察等多种基本特性的对立统一体。如果读者注意到我们在第三节罗列出来的复数性质就不难发现量子场的对立统一特性和复数的对立统一特性之间存在极为相似的对应。

复数的这种极度抽象的形式，掩盖了它根源于外部世界的事实，使得我们长期以来无法弄清楚其本体意义。这是复数本体论问题长期悬而未决的根本原因。

在前一节的理论中，我们看到凡是用到复数的地方往往都会涉及时间。在相对论里，时间坐标可直接用纯虚数表示；在量子力学中，
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代表波动，而波动总是在时间中进行的；量子场的主要特征是波动；在宇宙大爆炸理论中，霍金用虚时间消去大爆炸奇点，他认为“虚时间是真正的实时间，而我们叫做实时间的东西恰恰是子虚乌有的空想产物。”

在第一节，我们曾引用恩格斯的一段话：“纯数学对象是现实世界的空间形式和数量关系”，其中纯数学对象单就数来说是指实数。这个结论无疑是正确的。但恩格斯却把纯虚数看成创造物和想象物。如果我们把后者改成纯虚数是时间形式和数量关系，那么空间和时间的地位就完全对称了：实数是空间的数量关系；纯虚数是时间的数量关系；复数是时空的数量关系。

复数对象是时空本体的数量关系反映了物质运动的基本属性：时间和空间的真正统一。在复数这个时空数量关系里，“空间和时间本身都已成为影子，两者的结合才保持独立的存在”。闵夫斯基在1908年《空间和时间》里所说的话，至此才有了实实在在的意义。

6 方 法 论 启 示

本节讨论物理学中的方法论。

尽管当代科学所提出的问题和方法的范围极其广泛，但有些问题是贯穿这整个领域的，例如，时间问题和观察者所起的作用问题。正如李约瑟在他论述中国科学和文明的基本著作中经常强调的，经典的西方科学和中国的自然观长期以来是格格不入的，西方科学向来强调实体（如原子、分子、基本粒子、生物分子等），而中国的自然观则以“关系”为基础。
现代物理学基本上是空间化物理学。时间在动力学中不过是作为一个“几何参数”出现的；量子力学也没有例外，在量子力学中时间只是一个数（而不是算符）。
世界因时间变得复杂。时间概念比我们所想象的要复杂得多。因为时间总是给人们以虚无缥缈的感觉，正确认识它很困难。但是，只要我们运用对立统一的辩证方法去认识时间，是不难把时间概念的内涵和外延搞清楚的，到那时，绝对时间与相对时间（在爱因斯坦的“相对论”中引入“虚值时间坐标”）、实时间与虚时间（在霍金的“现代宇宙论”中引入“虚时间”）、外部时间与内部时间（在普里戈金的“耗散结构理论”中引入“内部时间算符”）真正统一起来了，从而实现时空观在根本上的突破——对立统一时空观（笔者的猜想）的建立。在对立统一时空观里，空间实，时间虚，时空是虚与实的对立统一体。特别值得指出的是，在这些重大的科学进展中都要使用“复数”的概念。

在现有的量子理论中，可观察的物理量都是实值（从而可由实验直接测量）；对应于实值物理量的厄米算符的本征值当然也只能取实数。这是人们总是往往把量子理论的基础问题囿于用观察者的实验验证和用实数定量表述的传统认识上的结果。可否把这个限制去掉，引进虚物理量和虚特征值？对此，笔者注意到狄拉克在1970年的一次关于不可观察的物理量是“最基本的概念”的谈话〔10〕。这是一篇对未来的科学理论发展方向十分富有启示性的论述。要点如下：

海森堡并没有严格地信守他所说的要完全用可观察量来进行工作这一观念。他只是部分地坚持了这一观念。显而易见，要是只坚持可观察量便有所发现就会是相当容易了。这必然有不可观察量进入理论中，而难办的事就是要找出这些不可观察量究竟是什么。

如果要问量子力学的主要特征是什么，我们现在倾向于要说：“这个特征不是不可对易的代数学，而是几率幅度（笔者注：在矩阵力学中是矩阵元；在波动力学中是波函数。）的存在，它构成一切原子过程的基础。现在几率幅度同实验的联系只是部分的。它的模的平方才是我们能够观察得到的，那就是做实验的人所得到的几率。不过除此之外还有相，这是一个模数为 
[image: image41.wmf]1

 的数，可以对它改动而不影响模数的平方。这个相是十分重要的，因为它是一切干涉现象的根源，但是，它的物理意义并不清楚。因此，你不妨说，海森堡和薛定锷的真正天才是发现了几率幅度（包括这个相量）的存在，它是很好地隐藏在自然界中，正由于它隐藏非常好，所以人们不可能在更早以前想到量子力学”。

为解决今天原子物理学的困难所需要的那种新的伟大概念同样也会到来，发现这个观念的不会是直接寻找它的人们，而会是沿着迂回的道路向这一伟大目标前进的人们。

最后，笔者引用狄拉克的一句话作为本文的结束语。

他说：“我可以直截了当地说，我们对未来应当完全不带一点成见。”
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On the noumenal meaning of complex numbers and enlightenments in methodology
ShiYixiang1,  Li Yousong2 
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Abstract: Based on the philosophy of Marxism, a noumenal meaning of complex number is scientifically unveiled by unifying ontology, epistemology and methodology. Firstly, a system review is made both on the known history of complex number and on the history of applied complex number in physics. Next, a dialectical analysis of the unity of opposites is applied to complex number themselves and physical objects which can be expressed with complex numbers. Thirdly, the noumenal meaning of complex number rises: quantity relation on space is expressed by real numbers, so on time by pure imaginary numbers, and on space-time is expressed by complex numbers. In the end: methodological enlightenments are discussed in physics. 
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